ECHEGARAY Y LA TEORIA DE GALOIS

per
SANTIAGO GARMA

Con el comienzo del reinado de Isabel II cambia la filosofia y la politica
educativa de los gobiernos monarquicos anteriores, y sin romper completa-
mente con las situaciones pasadas, en la ensefianza superior se ofrece una
nueva estructura universitaria y se crean las Escuelas de Ingenieria. La nue-
va organizacién aparece, de forma concreta, disefiada en la Ley de Moyano
de 1857. Las Facultades universitarias serian seis, una de las cuales fue la de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, y las ensefianzas superiores de inge-
nieria serian impartidas en las Escuelas de Caminos, Canales y Puertos, Mi-
nas, Montes, Agrénomos, Industriales, y en la de Arquitectura.

Hasta entonces, los estudios cientificos no habian logrado su sitio en la
Universidad y la existencia de las Escuelas de Ingenieros iba a forzar su
aceptacion. Asi pues, como reconoce Francisco Giner, “la universidad no
comienza en realidad a renovarse, o mis bien a ser removida, hasta los tiem-
pos constitucionales... nuestro partido moderado (...) emprendié en milti-
ples tanteos y vertiginoso tejer y destejer, la reforma de nuestra ensefianza,
sobre moldes anilogos a los franceses” y continia, senalando las principales
caracteristicas de reforma, “la secularizacién en todos los 6rdenes” y “una
confianza que hoy (1916) nos parece ingenua y rayana en la supersticién en
la fuerza poco menos que omnipotente del precepto, de la reglamentacién y
de laley. Esta confianza no es hija de la Revolucién... sino del antiguo régi-
men de las monarquias absolutas. ™!

Esta breve reflexién, a principios del siglo XX, después de casi 50 afos
de cambios en la Universidad, permite entender cémo, en aquellas circuns-
tancias, los resultados de la ensefianza superior iban a producir unos Licen-
ciados e Ingenieros llenos de contradicciones. Estudiaron en unas Faculta-
des y Escuelas cuyos planes de aprendizaje habian sido reproducidos del
modelo francés, los libros de estudio eran la mitad de autor espaiiol y la otra
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mitad de autor francés, y el trabajo académico obedecia a la idea de que el
conocimiento se adquiria racionalmente aprendiendo lo ya descubierto por
los cientificos (geémetras e ingenieros) y estudiando la naturaleza, pero al
mismo tiempo se creia que los conceptos, las teorias y las leyes cientificas
eran el resultado de mentes geniales que tenian profundos y extensos cono-
cimientos cientificos como un don, natural o divino, pero nacido con ellos.

Estos nuevos universitarios que llenarian la mayor parte del espacio
cultural que habia en la sociedad esparola, eran de una indudable valia cien-
tifica, a pesar de sus profundas contradiciones entre la ambicién de renova-
cién cientifica y el mantenimiento de reglas de organizacién de la actividad
universitaria e investigadora que satisfacian a los sectores mis aristocraticos
y conservadores de la sociedad espafiola de la segunda mitad del XIX.
Constituirian la generacién que formé a cientificos e ingenieros como Te-
rradas, Rey Pastor, Torroja, Mataix y otros.

Entre los temas de matemiticas que més atrajeron la atencién de los in-
vestigadores desde el final del siglo X VIII, y durante todo el XIX, destacaba
notablemente el Algebra que, ademis, es el campo en el que se obtienen re-
sultados espectaculares. Lagrange, en 1798, y Serret en 1894 definieron que
el objeto principal del dlgebra era la solucién de ecuaciones.?

El dltimo resultado notable, con anterioridad al siglo XVIII, en el Al-
gebra procede del siglo XVI: la solucién general a las ecuaciones de 3° y 4°
grado. Los intentos posteriores para extender estos resultados a ecuaciones
de mayor grado no tuvieron éxito, pero llevaron a especulaciones importan-
tes que significaron un replanteamiento del problema y la fundamentacién
de las bases del Algebra moderna.

El primer concepto que signific6 un planteamiento diferente del tradi-
cional fue el de sustitucion, que permitid asociar entre si distintas permuta-
ciones. El anilisis sistemitico de las soluciones conocidas de las ecuaciones
de 3°y 4° grado llevé a Van der Monde, en 1770, y después a Lagrange, a
considerar la ambigiiedad introducida al determinar los radicales en las f6r-
mulas de solucién de las ecuaciones de grado menor o igual que 4. Lagrange
demostré que los radicales cibicos de la formula que resuelve la ecuacién de
3¢ grado, segiin del Ferro, pueden escribirse en la forma 1/3 (x; + 0 x, +
®%x,),® donde @ es raiz cibica de la unidad, y x,, x,, x;, raices de la ecuacién,
tomadas en un cierto orden. Entonces senala que la funcién de la forma
(x! + 0x, + ©x;)’ sélo toma dos valores distintos para toda permutacién de
las tres raices. Un anilisis semejante aplicado a las soluciones de la ecuacién
de cuarto grado le di6 una funcién de las soluciones de la forma @ = x,x, +
X;X,, tomadas éstas en un cierto orden, que para las permutaciones de las
cuatro raices tomaba tres valores distintos, lo que le llevé a comprobar que
dicha funcién era raiz de una ecuacién de tercer grado cuyos coeficientes
son funciones racionales de los coeficientes de la ecuacién dada. A partir de
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estos resultados Lagrange se puso a estudiar la ecuacién algebriica de grado n

X" +a,x" T+ .. oa

Xx+a =0

y consideré una funcién V/, de las raices de esta ecuacién, que puede tomar v
valores al permutar las raices. Demostré que este valor v es un divisor de n!
y también que si V/, y V/, son dos funciones racionales de las raices de la
ecuacién tales que fuesen invariantes al hacer las mismas permutaciones de
las raices, entonces una es funcién racional de la otra y de los coeficientes de
1=n

la ecuacién. Introdujo entonces la resolvente de Lagrange y, = T ajx;
i=1

donde o] son las potencias de la raiz n-sima de la unidad; después mostré
que conocer estos n nimeros implicaba conocer las raices x; e intentd deter-
minar el grado de la ecuacién que pueden satisfacer los y,. Finalmente de-
mostré que si n es primo, los y, eran raices de una ecuacién de gradon -1
cuyos coeficientes son funciones racionales de una ecuacién de grado (n -
2)!. Lagrange resume su traba;o en tres puntos principales:* “1°) todas las
funciones semejantes de las raices x’, x”, x”’, ... de una ecuacién se determi-
nan precisamente por ecuaciones del mismo grado. 2°) este grado sera siem-
pre igual al nimero 1-2-3- ... u(donde p es el grado de la ecuacién dada) o
un divisor de este nimero. 3°) para hallar directamente la ecuacién mis sen-
cilla ® = 0 por la cual cualquier funcidn de las raices x’, x”, x™, ... se deter-
mina, se necesita encontrar todos los valores distintos que la funcién puede
tomar al permutar las raices x’, x”, ... y tomando estos valores como raices
de la ecuacién buscada, se determinarian los coeficientes de la ecuacién por
procedimientos conocidos.” Modernamente estas conclusiones han sido
traducidas en forma de teoremas, uno de los cuales establece que en un gru-
po finito el orden de un subgrupo divide el orden del grupo.

Finalmente, Lagrange intent6 aplxcar los principios generales que ha-
bia descubierto a la solucién de la ecuacién de quinto grado. Para que esta
ecuacién tenga solucion deberia ser posible determinar la resolvente; es de-
cir, la expresién @ que toma r valores segin las posibles permutaciones de las
raices que admite una funcién ¥, delaforma¥ = x; + x, + x; + x, + x5, y
que tuviese las raices de una ecuacién de grado r cuyos coeficientes fuesen
funciones racionales-de los coeficientes de ¥ y de los coeficientes de la ecua-
cién general. Lagrange pudo construir asi una resolvente que tenia seis valo-
res, necesitando que sélo tuviese cuatro, pero es que ésta no existia. Asi
pues, senialé que “se puede aplicar éste (procedimiento) a la ecuacién de
quinto o mayor grado, cuya solucién no se conoce actualmente; pero esta
aplicacion necesita un gran niimero de procedimientos y cilculos, cuyo éxi-
to final es dudoso, lo que no nos permite emplear en ello ahora més tiempo.
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Esperamos poder volver, no obstante, en otro momento a este problema, y
nos contentamos con dejar expuestos los fundamentos de la teoria que nos
parece nueva y transcendente”.’

Después de Lagrange, fue Paolo Ruffini (1765-1822) quien intenté de-
mostrar lairresolubilidad de la ecuacién de 5° grado. Son dos los trabajos en
los que estin expuestos principalmente sus ideas y la demostracién de la
irresolubilidad que, a pesar de su dificultad, se considera correcta. El prime-
ro de ellos fue la Teoria Generale delle Equazioni, de 1759, y el segundo la
Riflessioni intorno alla soluzione delle equazioni algebraiche generali, de
1813. En estos trabajos, la notacién y las ideas eran continuacién de las de
Lagrange, pero tenia como dificultad el no haber encontrado una notacién
adecuada para expresar las permutaciones. Los resultados y los trabajos
mismos de Ruffini fueron pricticamente ignorados por los matematicos
contemporineos. Por ejemplo, Cauchy, que era considerado una de las ma-
yores autoridades matematicas de su tiempo, le escribi6 reconociendo que
su demostracidn es correcta, pero sin embargo ni la incluy6 en sus obras ni
hizo referencia a ella. Por el contrario, Abel se refirié a la demostracién de
Ruffini en términos mas decididos y claros: “El primero y, si no estoy equi-
vocado, el dnico que antes que yo ha intentado demostrar la imposibilidad
de la solucién algrebraica de una ecuacién en general, ha sido el geémetra
Ruffini. Pero su demostracién es tan complicada que es muy dificil afirmar
lo acertado de su razonamiento. Me parece que no son siempre satisfacto-
rios.”®

De la relacién de nombres y trabajos dedicados al problema de la solu-
cién algebraica de las ecuaciones se puede inducir que, durante los siglos
XVIII y XIX, fue considerado uno o, quizas, el mis importante de los pro-
blemas del Algebra. La ambicién de reclamar el éxito de haber alcanzado
una solucién creé rivalidades entre los matemiticos mas importantes de
cada pais como Lagrange, Cauchy y Gauss y motivé a j6venes, menos co-
nocidos, como Abel y Galois, en la exposicién de otros puntos de vista que
supondrian otra comprensién y el nacimiento del Algrebra Moderna.

Otro de los mis famosos matemiticos que obtuvo resultados impor-
tantes en el desarrollo de la Teoria de Galois fue Carl Friedrich Gauss (1777-
1855). En sus Disquisitiones Arithmeticae, publicada en 1801, se encuentra
que como aplicacion de algunos resultados, obtenidos en la teoria de nime-
ros, a las ecuaciones trigonométricas demostré que la ecuacion x" -1 =0
tiene solucién algebraica para cualquier entero positivo n. Aunque la de-
mostracién aparentemente no tiene nada que ver con la teoria de grupos, re-
visiones posteriores de la misma han establecido que es fundamental para la
obtencién de la mayor parte de las propiedades importantes de los grupos
ciclicos. El estudio de esta ecuacién llevé al de la ecuacién x*~! + x*-2 + ...
+ x + 1 = 0 que pertenece a una clase especial de ecuaciones de la ecuacién
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general de grado n. Y Gauss era consciente de que su trabajo era un escalén
para aproximarse a soluciones mis generales. Asi, refiriéndose a sus resulta-
dos, dice: “La discusién precedente tiene que ver con el descubrimiento de
ecuaciones auxiliares. Ahora sefialaremos una propiedad notable en rela-
cién con su solucién. Todo el mundo sabe que los gedmetras mas eminentes
han sido inefectivos al investigar la solucién general de una ecuacién de gra-
do mayor que cuatro o (para definir la investigacién mis precisamente) en la
reduccién de ecuaciones mixtas a ecuaciones puras. Y no son pocas las du-
das sobre que el problema no es tanto como que desafia los métodos moder-
nos de anilisis, como que se considera imposible... No obstante, es cierto
que existen innumerables ecuaciones mixtas de distintos grados que admi-
ten reduccidn a ecuaciones puras, y confiamos en que los gedmetras encon-
trarin gratificante si demostramos que nuestras ecuaciones son siempre de
esta clase.”” Estos resutlados de Gauss fueron considerados por el mismo
Galois, quien sefalé la conexién entre ellos y su propio trabajo.

En la historia de la Teoria de Galois, Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) tuvo un papel importante y controvertido en su intervencién al juzgar
las Memorias de Galois. Introdujo la notacién para las permutaciones tal
como se usa en la actualidad, y en 1815 public6 una Mémoire sur le nombre
des valeurs qu’une fonction peut acquerir, lorsqu’on y permute de toute les
maniéres possibles les quantités qu’elle renferme, memoria dedicada a de-
mostrar un teorema basado en que “el niimero de valores diferentes que al-
canza una expresion no-simétrica de n cantidades, no puede ser menor que
el mayor niimero primo inferior a n, a menos que sea 2.”® Ademis contiene
en embrién muchas de las ideas que después se usaron en la teoria de Gru-
pos.

Después de este trabajo y de otro, en el que trata propiedades de los
grupos y de las permutaciones, no volvié a tocar el tema de las permutacio-
nes y sustituciones hasta pasados casi 30 afios, y cuando lo hizo no se refirié
en absoluto al primer trabajo. Esto quizi tuviera algo que ver con las dife-
rencias con Galois y el reconocimiento, posterior, de la Academia de la im-
portancia de sus trabajos.

Por fin, en 1824, en un articulo titulado *Mémoire sur les equations al-
gébriques, ou 'on démontre impossibilité de la resolution de ’equation gé-
nérale du cinquiéme degré”, del noruego Niels Henrik Abel, se daba una
demostracién vilida y reconocida como tal de la imposibilidad de solucién
de la ecuacién de quinto grado.

Lagrange habia llegado a determinar que la solucién algebraica de la
ecuacién general de grado n

+a,x" 1+a,x""2+ ... 4+a,_;x+2a,=0
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depende de la construccién de una sucesion de resolventes. Ruffini, que ha-
bia entendido el problema, demostré que si la solucién era posible, necesi-
taria mais de una resolvente y Abel® demostré que la forma general de la ulti-
ma resolvente, la que daba una raiz de la ecuacion general, deberia ser de la
forma

X=q, + Pl/n + qu2/n + ...+ Qu-1 pn-l/n

en donde nes primoy qq, g ---» 4,1 P> €Xpresiones algebraicas de los coe-
ficientes de la ecuacién general, y tal que p'® no se puede expresar racional-
mente en funcién de los términos qg, q5, ---» 9,_1» 10 que, esencialmente, es
repeticion de un resultado de Lagrange. Después, a partir de estas resolven-
tes, correspondientes a las n raices, Abel obtiene otras n-ecuaciones en las
que las potencias de p!/" y los coeficientes qq, q,, ... q,_, son funciones ra-
cionales de las raices, de la ecuacidn general de grado n propuesta, y de las
raices de la unidad. Una vez clarificadas las expresiones algebraicas y com-
putados los sumandos de la dltima resolvente, Abel concluye que “si una
ecuacién general tiene solucidn algebraicamente, cada una de las raices de la
ecuacion general puede ponerse en forma tal que las funciones algebraicas
de que estd compuesta pueden expresarse con funciones racionales de las
raices de la ecuacién propuesta,”’® lo que es conocido como el teorema de
Abel.

Después de combinar sus resultados con los de Cauchy, Abel supone
que la ecuacién general de quinto grado tiene solucién y demuestra que una
raiz de la ecuacidn general no puede ser racional en los coeficientes de la
ecuacién. Entonces la representacion de una raiz debe contener una expre-
si6n algebraica de primer orden, v, donde v = R™, siendo m primo y R ra-
cional con respecto a los coeficientes de la ecuacién general dada y, asi, si-
métrica respecto a las raices. Hace uso de los resultados de Lagrange y Cau-
chy, concluyendo que los posibles valores param son 26 5; m = 5 le lleva,
enseguida, a una contradiccién, y m = 2 implica una expresion algebraica de
segundo orden, que también le lleva a contradiccién. Ambas contradiccio-
nes eran similares; la primera, por ejemplo, era consecuencia de que si la ex-
presién 1/5 (x; + a*x, + &®x; + a?x, + a x;) = R'> donde o® = 1 definiese
una raiz de particular de una ecuacién de 5° grado para cualquier permuta-
cidn de las cinco raices x,, x,, X3, X, Xs, €l primer miembro tendri 120 valo-
res distintos y el segundo 10, contradiccién que completaba la demostra-
cién de la imposibilidad de solucién de la ecuacién de 5° grado. Poco antes
de morir, Abel publicé la “Mémoire sur une classe particuliére d’equations
resolubles algébriguement” en la que llegaba al importante resultado si-
guiente: “Si las raices de una ecuacién, de cualquier grado, estin relaciona-
das entre si de tal manera que todas estas raices pueden representarse racio-
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nalmente en funcién de una de ellas, que llamaremos x, y si, ademas, desig-
namos dos raices cualesquiera, como 0x y 0,x, se cumple 6 6,x = 6,0x, en-
tonces la ecuacién que se considera tendri siempre solucién algebraica.
También, si suponemos que la ecuacién es irreducible y que su grado se ex-
presapora,*-a,2-... a,', donde a,, a,, ..., @, son nimeros primos dife-
rentes, la solucién de esta ecuacién puede reducirse ala solucién de las ecua-
ciones v, de grado a,, de las ecuaciones v, de grado a,, etc.”!!

Lo cual, como dice Kiernan'?, con la terminologia moderna, establece
la solucidn algebraica de aquellas ecuaciones cuyo grupo de Galois es abelia-
no.

Evariste Galois (1811-1832), autor de los teoremas que se han dado en
llamar Teoria de Galois, es quizis, en la Historia de la Matematica, uno de
los matemiticos de vida mis corta y con una biografia mis estudiada casi
que sus trabajos.

Su fama se debe principalmente a dos articulos: “Mémoire sur les condi-
tions de resolubilité des equations par radicaux”, y “Des equations primiti-
wves qui sont solubles par radicaux”, que fueron presentados a la Academiay
modificados varias veces. Hasta 1846 no pudieron conocerse, cuando fue-
ron publicados gracias a Liouville, e inmediatamente después aparecieron
referencias e interpretaciones de los articulos de Galois. El concepto de gru-
po que antes habia sido dado por Lagange, Gauss y Cauchy, pero referido a
casos concretos, como el grupo simétrico, el grupo ciclico o el grupo alter-
nante, fue tratado por Galois con toda generalidad al afadir la propiedad de
clausura. Galois definié el grupo de una ecuacién, que es el concepto funda-
mental de su teoria, definicién que sigue siendo la misma, esencialmente, en
un teorema con el enunciado que sigue:

“Sea una ecuacidn cuyas n raices son a, b, c ... Siempre existiri un gru-
po de permutaciones de las letras a, b, c... que tendri las propiedades si-
guientes:

1°. Que toda funcidn de las raices, invariante ante las sustituciones de
ese grupo, sea conocida racionalmente.

2°. Reciprocamente que cada funcidn de las raices que pueden expre-
sarse racionalmente sea invariante ante estas sustituciones.”!?

Al demostrar la existencia del grupo de una ecuacién encuentra algunas
dificultades, que desaparecen al definir lo que hoy dia se conoce como sub-
grupo normal. Entonces aparece con mas claridad qué es el grupo de una
ecuacién, que cumple las dos condiciones siguientes:
1°. Toda funcién F de las raices invariable ante las substituciones (permuta-
ciones) de este grupo podria escribirse F = yV (una funcién racional de la
raiz V) y se tendri

YV =yV =yV” = =yVe-)
El valor de la funcién F puede determinarse racionalmente.
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2°. Reciprocamente, si una funcién F es una funcién racional F = yV se
cumpliri que
YV =yV’ =yV” = = yVC@-Dyaquelaecuacién en V no tiene divisores
conmensurables y V es solucién de la ecuacién racional F = yV, enlaque F
es una cantidad racional. Entonces la funcién F sera invariable ante las subs-
tituciones (permutaciones) del grupo (de las n permutaciones de una fun-
cién racional de las raices de una ecuacién).!*

Galois muestra cémo este concepto de grupo corresponde con el desa-
rrollo que hace Lagrange para la solubilidad de una ecuacién, en la Proposi-
cién V.

La segunda proposicién que plantea Galois dice que si se hace la adjun-
cién de raices de una ecuacién auxiliar irreducible a una ecuacién dada (al
cuerpo de coeficientes) se produce que el grupo de la ecuacién no cambia o
una particién en subgrupos conjugados; es decir, el conjunto de permuta-
ciones se descompone en clases tales que las permutaciones en las respecti-
vas clases forman grupos conjugados.

La tercera establece que estos grupos conjugados tienen ademas la pro-
piedad de que las substituciones son las mismas en cada grupo, es decir, que
el subgrupo comin es normal. Precisamente, al adjuntar una raiz se le ad-
junta todas.

El procedimento que expone Galois es el siguiente: para resolver una
ecuacién dada f(x) = O algebriicamente, se encuentra una expresién V racio-
nal de las raices, es decir, que todas las raices tienen una expresion racional
en V. Entonces se encuentra la ecuaciéon F (V) = 0, cuyas raices son los valo-
res Vy, V|, ... que V toma al permutar las raices, y sea 0 (V) = 0 un factor de
la ecuacién irreducible sobre el cuerpo de coeficientes de la
ecuacién original f(x) = 0. El conjunto de permutaciones de los valores de V
que son raices de 8 (V) = 0 es el grupo G de la ecuacién f(x) = 0.1

Como hemos podido ver, la Teoria de Galois fue el final de un proble-
ma que di6 origen, en afos sucesivos, al desarrollo del Algebra Moderna
que adquiri6 su forma en el libro que Van der Waerden publicé en 1930. El
desarrollo de la teoria y los comentarios a que dio lugar ha terminado en una
teoria de Galois casi irreconocible, si se compara con las primeras redaccio-
nes, pero mucho mis comprensible. Entre los matematicos que trabajaron
la teoria se encuentran nombres tan significativos como los de Betti, Serret,
Jordan, Weber, Van der Waerden y, finalmente, Artin.

Mientras los matemadticos franceses y alemanes debatian complicados
problemas, las instituciones educativas espafiolas, especialmente las Uni-
versidades y las Escuelas de Ingenieros, recuperaban en unos casos y apren-
dian en otros el interés por los conocimientos cientificos. Por un lado, la
moderacién en las reformas, que mantenian una estructura profesoral jerir-
quica y poco numerosay, por otro lado, el interés por aprender de estudian-
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tes como Galdeano o Echegaray, daba como resultado una situacién llena
de contradicciones. A través de un hecho que deberia haber sido importan-
te, como fue la exposicién de la Teoria de Galois por Echegaray, podemos
conocer y comprender la historia de los cientificos e ingenieros que crearon
las condiciones para el aprendizaje y desarrollo de la ciencia, y en este caso,
de la matemitica, en Espaiia.

Don José Echegaray!® nacié en Madrid en 1832; fue ingeniero de Ca-
minos a los 20 anos y, después de ejercer la profesién durante unos afios fue-
ra de Madrid, a partir de 1855 se convirtié en profesor de la Escuela de Inge-
nieros de Caminos.

A lo largo de su vida académica imparti6 y public6 cursos de matemati-
cas y fisica cuyo contenido recogia las teorias mis modernas que se habian
desarrollado hasta el momento, en Geometria, Fisica, Cilculo de Variacio-
nes, Termodinidmica, Matrices y Determinantes y Fisica Matemitica.

Todos los esfuerzos de Echegaray estuvieron dirigidos a conseguir que
en las Escuelas y Universidades se ensefiasen matemiticas modernas, se for-
masen buenos ingenieros y matemaiticos y que las investigaciones matemiti-
cas tuvieran el nivel necesario para ser reconocidas por los cientificos de
todo el mundo.

Sin entrar a discutir la inestable situacién social, politica y econémca
del pais a fines del siglo XIX, que condicionaba el trabajo de cientificos e in-
genieros, podemos afirmar, una vez mis, que si bien la ensefianza superior
era laica y tenia una estructura modernizada, en relacién con la que habia
durante el primer tercio de siglo, no estaba respaldada por una politica edu-
cativa, no se contaba con los medios materiales y econémicos suficientes, ni
los responsables de la misma entendian siquiera que fuese necesario organi-
zar la investigacién. v

Asi es que, debido probablemente, como ya se senalé al principio, ala
timidez de las reformas administrativas de los moderados de la época, gru-
pos de intelectuales optaron por fundar sociedades e instituciones que su-
pliesen con su actividad la falta de capacidad y de flexibilidad de las Institu-
ciones publicas para extender y hacer llegar la cultura y la ciencia a la recién
nacida burguesia.

Una de estas instituciones, radicada en Madrid, fue el Ateneo, que
pronto adquirié fama de entidad progresista, polémica y dificil de conten-
tar. Laimagen que daba el Ateneo al resto de la sociedad espafiolay alos cir-
culos intelectuales europeos estaba marcada fuertemente por las polémicas
que los parlamentarios mantenian en torno a los proyectos politicos guber-
namentales. Era la institucién culta y dedicada a la cultura por excelencia, lo
que en este pais quiere decir literatura y arte. Sin embargo el aula de ciencias
y los trabajos cientificos que se desarrollaron en el ateneo fueron aquellos
que ni la Universidad ni las Escuelas de Ingenieros podian emprender. Por
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ello no es de extrafiar que Echegaray ofreciese un curso sobre un tema tan
complicado como la Teoria de Galois, que duré dos afios, en el Ateneo y no
en la Universidad o en la Escuela de Ingenieros. La Universidad y la ense-
fianza superior en general tendrian que esperar para recibir el fruto de su
trabajo y sus esfuerzos modernizadores hasta los primeros afos del siglo
XX.

Otras de las consideraciones necesarias para entender que, en cierto
sentido, la actividad cientifica mds significativa se hiciese fuera de la Univer-
sidad, como en el siglo XVIII, son las que deben hacerse sobre las caracte-
risticas de la formacidn de los cientificos e ingenieros del dltimo tercio del
XIX. Por un lado, estaban los criterios docentes impuestos, tomados par-
cialmente de la Universidad napoleénica y el concepto de ciencia e incluso la
idea de matematica como ciencia teérica de la que sélo importaban sus as-
pectos aplicables y de ciencia ttil. Por otro lado la ruptura en una tradicién
educativa universitaria llevé a que Echegaray, en nuestro caso, y la mayor
parte de los cientificos de su generacién, fueran autodidactas y aprendieran
matematicas y los aspectos méis complicados de las mismas leyendo por su
cuenta, sin orientacion alguna, empleando textos franceses o alemanes. Esta
forma de aprender les dio seguridad en si mismos, y les permitié sentirse
una clase intelectual superior. En 1866 Echegaray entr6 en la Academia de
Ciencias; su discurso de ingreso vers6 sobre la Historia de las Matematicas
en Espana, y en él se encuentran todos los tépicos de los progresistas del
XIX sobre la Historia de la Ciencia en Espana. La idea principal fue que en
Espaiia no se habian hecho nunca matemiticas y que no existia un s6lo ma-
temadtico cientificamente presentable, en toda la historia del pais. El discur-
so originé diversas protestas y sirvi6 de revulsivo a la intelectualidad de la
época, que anos después se enzarzaria en una polémica, segunda parte, so-
bre la existencia o no de ciencia en Espana.

Pero una idea subyacente, referida a la forma de concebir cémo se pro-
ducen las ideas cientificas, era la que mas afectaria el trabajo cientifico de
Echegaray. Para él, Newton, Euler, Lagrange, fueron genios que produje-
ron matemaiticas. Los problemas matemiticos que planteaban estaban re-
sueltos cuando llegaban a soluciones numéricas, los nimeros que emplea-
ban eran los naturales, los racionales y los reales y la diferencia entre ellos es
que son distintos. Los nuevos problemas matemaiticos y los resultados que
se encuentran no son mis que el final de una historia que comenz6 cuando
se plante6 el problema. Este resumen de ideas que se encuentran en el traba-
jo de Echegaray son consecuencias obtenidas de la lectura del tratamiento
que da a los problemas, como el de la resolucién algebraica de ecuaciones, y
que permite adivinar que existe, en la concepcién de Echegaray, el lastre de
una formacién matematica anclada o enlazada en o con la comprensién més
simplista de la matematica, lo que le impidié, a pesar de lainmensa informa-
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cién que acumuld, entender que lo que habia cambiado en las matematicas
era la comprensién del problema.

En 1896 y 1897, en el aula de Ciencias, impartié el curso sobre la Teoria
de Ecuaciones y Teoria de Galois, que fue impreso casi inmediatamente en
dos tomos de 500 y 200 paginas aproximadamente.

Desde el primer momento, nada mas comenzar la lectura del texto de
Echegaray, se percibe el enorme esfuerzo realizado para llegar a exponer es-
tas lecciones. Echegaray cita los textos clasicos, como son los de Lagrange,
Cauchy, Galois, Abel y Gauss, y también las tltimas producciones mate-
maticas referidas al tema, y cita las obras de Jordan, Lie, Serret, Netto, Tan-
nery y Vogt. El esfuerzo de lectura va acompanado, gracias a unas condicio-
nes pedagdgicas excelentes, de una simplificacién de los problemas que fre-
cuentemente se desliza hacia la trivializacién de los mismos. Ahora bien, la
exposicidn de los temas es sistemitica y completa.

En el tomo 1°, que examinamos ahora, dedica las cuatro primeras lec-
ciones a consideraciones generales y a recordar los procedimientos algebrai-
cos, y de inmediato empieza a plantear la solucién de una ecuacién de
grado n.

Define y explica las funciones simétricas, las ecuaciones binomias y lle-
ga a tratar detalladamente el problema de la solucién de las ecuaciones de 2°,
3°y 4° grado, senalando en que consiste la resolvente.

Las cuatro lecciones siguientes desarrollan ordenadamente la teoria de
las sustituciones y continia con la teoria de grupos conocida hasta entonces.
Aplica las sustituciones al estudio de las raices de una ecuacién y estudia el
cuadro de Cauchy. Después seguiri con el estudio de funciones enteras, ra-
cionales algebraicas, reducibles e irreducibles, para acabar exponiendo las
teorias de Galois y Abel y las consecuencias de éstas.

Ahora importa destacar lo siguiente: en cuanto a la notacién, la exposi-
cién es correcta, recoge la usada habitualmente por los autores de las memo-
rias citadas anteriormente y de entre ellas la mas moderna. A lo largo de las
lecciones hay una preocupacién notable por hacer ficiles y asimilables los
conceptos, teoremas y demostraciones que se dan. Para lo cual inmediata-
mente relaciona y traduce cada problema algebraico a un problema geomé-
trico. Es decir, que para Echegaray la ecuacién general x™ + p; x*~! + p, x"~2
+ ... + p, = 0, se puede interpretar como una suma de vectores cuyos extre-
mos son puntos. Pero acompafia esta simplificacién con afirmaciones muy
personales que hacen pensar que las lecturas matemaiticas de Echegaray si
bien habian sido abundantes también fueron poco profundas. Al exponer el
problema que va a estudiar, dice:!”

“Pretendemos sélo estudiar el problema de la resolucién de una ecua-
cién con una incégnita

XP+p x™ '+ +p x+p,=0
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en la que x es laincégnita y py, ps .., P, son cantidades conocidas: reales o
imaginarias, poco importa.” Este “poco importa” se repite varias veces en las
lecciones y nos permite conocer las intenciones de Echegaray. Esta situa-
cién se repite cuando, por ejemplo, usa el concepto de “grupo” cuya defini-
c16n no es rigurosa, ni siquiera correcta.

En los capitulos dedicados a la exposicién de las teorias de Galois expo-
ne la demostracién informalmente, respetando el texto de Galois y leda un
repaso bastante claro y didictico a la teoria; después es cuando enuncia el
teorema de Galois como conclusién de su discurso:!®

“Supongamos una ecuacién cualquiera de grado n,

x*+p;x" '+ ... +p,=0
ecuacién que, para abreviar, representamos por f(x) = 0.

Poco importa para nuestro objeto que f(x) sea o no sea irreducible;
pero supondremos expresamente que sus raices son todas desiguales, y desig-
némoslas, como siempre, por x;, X,, X3, «--5 Xp-

Formemos una funcién de estas raices V, funcién que supondremos
racional y que designaremos por

V = @ (X, X5 -5 Xp)-

Esta funcién que, como queda dicho, ha de ser racional en x,, x,, ... ha
de cumplir con esta condicién: que para todas las permutaciones de las rai-
ces ha de dar valores distintos. Es lo que hemos llamado una funcién de N
valores, siendoN =1,2,3,...,,n.”

Este teorema también se lo atribuye Echegaray a Abel aunque su de-
mostracién dice que es de Galois. Como se vio antes, el enunciado de Eche-
garay no coincide exactamente con el de Galois, en el que incluye el enun-
ciado de lemas, concretamente el Lema II, confundiéndolo con el teorema.
Aunque la exposicion es clara y didactica, en un primer anilisis, se demues-
tra que es insuficiente y que Echegaray no ha entendido la memoria de Ga-
lois.

Finalmente, y por lo que afecta a los conocimientos cientificos en Es-
pana a fines del siglo XIX, esta primera exposicién de la Teoria de Galois ~
asi como la de las lecciones de Fisica Matemitica que Echegaray imparti6 en
la Universidad- sirvieron indudablemente para sensibilizar y hacer sentir la
necesidad de estudiar matemaiticas contemporineas (el ponerse al dia) a la
generacién de matemadticos que sucedi6 a la de Echegaray y Galdeano. De
esta generacion formaron parte Esteban Terradas, Eduardo Torroja y Julio
Rey Pastor, entre otros. Este dltimo fue el primer matemitico que incluyé
como tema dentro de un curso regular la teoria de Galois.
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Esta generacién comenz6 su vida académica en torno a 1910y se puede
afirmar que habiendo sido educados cientificamente por profesores sensi-
bles y atentos a los progresos de la matemitica, aunque no llegasen a com-
prender totalmente el significado de los problemas discutidos en el seno de
la comunidad matematica europea, super la capacidad de investigar en ma-
temiticas hasta alcanzar la atencién de destacados matemaiticos europeos.
El nivel de discusién cientifica al que llegaron los ingenieros y matemdticos
espaiioles corresponde con los que existian en Francia, Italia 0 Alemania;
esto se ve muy claramente, por ejemplo, en las actas de la oposicién ala Ci-
tedra de Ecuaciones Diferenciales de la Universidad de Madrid en 1932 ala
que concurrié Esteban Terradas y que fue glosada por Norberto Cuesta
Durari.!® Estas esperanzas de renacer cientifico fueron truncadas, una vez
mas, por la guerra iniciada con la sublevacién de Franco en 1936.
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